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H � ustalona przestrze« Hilberta.

Tw. (Riesz-Fréchet) Odwzorowanie f : H → F jest
ograniczonym funkcjonaªem liniowym ⇐⇒ istnieje y ∈ H taki, »e

f (x) = 〈x , y〉 dla ka»dego x ∈ H ,

a ponadto, wtedy ‖f ‖ = ‖y‖. Czyli H 3 y 7−→ 〈·, y〉 ∈ H∗ jest

izometrycznym izomor�zmem antyliniowym: H
anty∼= H∗.

Dowód: Je±li f (x) := 〈x , y〉, x ∈ H , dla pewnego y ∈ H , to
f ∈ H∗ oraz ‖f ‖ = ‖y‖ (patrz dowód Stwierdzenia z Wykªadu 7).
Zatem H 3 y 7−→ 〈·, y〉 ∈ H∗ izometria, która jest antyliniowa, bo
iloczyn skalarny jest antyliniowy ze wzgl¦du na drug¡ wspóªrz¦dn¡.

Niech teraz f ∈ H∗ dowolny. Mo»emy zaªo»y¢, »e f 6= 0, bo je±li
f ≡ 0, to f (x) = 〈x , 0〉 dla x ∈ H . Wtedy M := ker f 6= H i st¡d
{0} 6= M⊥ ⊆ H . Co wi¦cej twierdzimy, »e dim(M⊥) = 1.

Rzeczywi±cie,
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je±li y1, y2 ∈ M⊥ \ {0}, to f (y1), f (y2) 6= 0 i dla λ := f (y2)
f (y1)
∈ F

f (λy1 − y2) = λf (y1)− f (y2) = f (y2)− f (y2) = 0.

Czyli λy1 − y2 ∈ ker f = M . Ale z drugiej strony λy1 − y2 ∈ M⊥.
Zatem y2 = λy1, bo M ∩M⊥ = {0}. St¡d dim(M⊥) = 1.

We¹my dowolny y0 ∈ M⊥ taki, »e ‖y0‖ = 1. Wtedy dla x ∈ H
mamy PM⊥x = 〈x , y0〉y0 (bo M⊥ = {λy0 : λ ∈ F}) i st¡d
f (x) = f (PMx + PM⊥x) = f (PMx) + f (PM⊥x) = 0 + f (〈x , y0〉y0)

= 〈x , y0〉f (y0) = 〈x , f (y0)y0〉.

Czyli kªad¡c y := f (y0)y0 mamy f (x) = 〈x , y〉, x ∈ H . �

Wn. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡. Ka»dy ograniczony
funkcjonaª liniowy f : L2(µ)→ F jest postaci

f (x) =
∫

Ω
x(t)y(t) dµ, x ∈ L2(µ),

gdzie y ∈ L2(µ). Ponadto wtedy ‖f ‖ = ‖y‖2 =
(∫

Ω
|y(t)|2 dµ

) 1
2 .
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Tw. Je±li T : H → K jest ograniczonym operatorem liniowym
mi¦dzy dwoma przestrzeniami Hilberta H i K , to istnieje
dokªadnie jedna funkcja T ∗ : K → H taka, »e

〈Tx , y〉 = 〈x ,T ∗y〉 dla x ∈ H , y ∈ K . (1)

Ponadto, T ∗ ∈ B(K ,H), ‖T ∗‖ = ‖T‖ oraz (T ∗)∗ = T .

Def. T ∗ nazywamy operatorem sprz¦»onym do T ∈ B(H ,K )

Dowód: Dla ustalonego y ∈ K funkcja f (x) := 〈Tx , y〉, x ∈ H ,
jest ograniczonym funkcjonaªem liniowym na H . W szczególno±ci,

|f (x)| = |〈Tx , y〉| ¬ ‖Tx‖ · ‖y‖ ¬ ‖T‖ · ‖y‖ · ‖x‖,

sk¡d ‖f ‖ ¬ ‖T‖ · ‖y‖. Zatem na mocy Tw. (Riesz-Fréchet)
istnieje dokªadnie jeden wektor w H , oznaczmy go przez T ∗y ,
taki, »e f (x) = 〈x ,T ∗y〉, x ∈ H , czyli 〈Tx , y〉 = 〈x ,T ∗y〉 dla
x ∈ H . Ponadto wtedy ‖T ∗y‖ = ‖f ‖ ¬ ‖T‖ · ‖y‖. To dowodzi
istnienia i jednoznaczno±ci funkcji T ∗ : K → H speªniaj¡cej (1). 4 / 10



T ∗ jest operatorem liniowym, bo dla y1, y2 ∈ K , λ ∈ F oraz x ∈ H

〈x ,T ∗(λy1 + y2)〉 = 〈Tx , λy1 + y2〉 = λ〈Tx , y1〉+ 〈Tx , y2〉
= λ〈x ,T ∗y1〉+ 〈x ,T ∗y2〉
= 〈x , λT ∗y1〉+ 〈x ,T ∗y2〉 = 〈x , λT ∗y1 + T ∗y2〉.

St¡d T ∗(λy1 + y2) = λT ∗y1 + T ∗y2. Z otrzymanej wcze±niej
nierówno±ci ‖T ∗y‖ ¬ ‖T‖ · ‖y‖ wynika, »e ‖T ∗‖ ¬ ‖T‖.
�eby wykaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡ zauwa»my, »e sytuacja jest
symetryczna i mo»emy zamieni¢ T i T ∗ rolami. Dokªadniej,

〈T ∗x , y〉 = 〈y ,T ∗x〉 = 〈Ty , x〉 = 〈x ,Ty〉,
sk¡d (T ∗)∗ = T . W szczególno±ci ‖T‖ = ‖(T ∗)∗‖ ¬ ‖T ∗‖. �

Prz. Je±li H = Fn i K = Fm, to dla A = [ai ,j ]
m,n
i=1,j=1 ∈ B(H ,K )

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 =⇒ A∗ =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . anm
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Stw. (Wªasno±ci sprz¦»enia) T , S ∈ B(H ,K ), R ∈ B(K , L)

(a) inwolucja: (T ∗)∗ = T

(b) antyliniowo±¢: (αT + βS)∗ = αT ∗ + βS∗, gdzie α, β ∈ F
(c) antymultiplikatywno±¢: (RT )∗ = T ∗R∗

(d) C ∗-równo±¢:‖T‖2 = ‖T ∗T‖.

Dowód: Wªasno±¢ (a) wykazali±my w poprzednim Twierdzeniu.

(b) 〈(αT + βS)x , y〉 = α〈Tx , y〉+ β〈Sx , y〉 = α〈x ,T ∗y〉+ β〈x ,S∗y〉

= 〈x , αT ∗〉+ 〈x , βS∗y〉 = 〈x , (αT ∗ + βS∗)y〉.

(c) 〈RTx , y〉 = 〈Tx ,R∗y〉 = 〈x ,T ∗R∗y〉.

(d) Zauwa»my, »e ‖T ∗T‖ ¬ ‖T ∗‖ · ‖T‖ (bo norma operatorowa jest

submultiplikatywna) i skoro ∗ jest izometri¡, to ‖T ∗T‖ ¬ ‖T‖2. Z
drugiej strony dla h ∈ H mamy

‖Th‖2 = 〈Th,Th〉 = 〈h,T ∗Th〉
Schwartz
¬ ‖h‖‖T ∗Th‖ ¬ ‖T ∗T‖‖h‖2

St¡d ‖T‖2 ¬ ‖T ∗T‖. �
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Lem. 〈x , y〉 = 〈x , z〉 dla ka»dego x ∈ H =⇒ y = z .

Stw. Dla operatora liniowego U : H → K NWSR:
(1) U jest izometri¡,
(2) U zachowuje iloczyn skalarny,
(3) U∗U = 1.

Dowód: (1)=⇒(2). Je±li U jest izometri¡, to na mocy wzorów
polaryzacyjnych dla dowolnych x , y ∈ H oraz np. dla F = C
〈Ux ,Uy〉 = 1

4

∑3
k=0 i

k‖Ux + ikUy‖2 = 1
4

∑3
k=0 i

k‖U(x + iky)‖2

= 1
4

∑3
k=0 i

k‖x + iky‖2 = 〈x , y〉.
(2)=⇒(3). Dla dowolnego y ∈ H mamy

∀
x∈H
〈Ux ,Uy〉 = 〈x , y〉 =⇒ ∀

x∈H
〈x ,U∗Uy〉 = 〈x , y〉 Lem=⇒ U∗Uy = y

(3)=⇒(1). Dla dowolnego x ∈ H mamy

‖Ux‖2 = 〈Ux ,Ux〉 = 〈x ,U∗Ux〉 = 〈x , x〉 = ‖x‖2. �
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Wn. U jest operatorem unitarnym (odwracaln¡ izometri¡)
wtedy i tylko wtedy, gdy U∗U = UU∗ = 1.

Dowód: Je±li U∗U = UU∗ = 1, to U odwracalna izometria, gdzie
U∗ = U−1, a wi¦c U unitarny. Je±li U unitarny, to U∗U = 1, bo U
jest izometri¡, i st¡d U−1 = 1U−1 = U∗UU−1 = U∗, czyli
U∗U = UU∗ = 1. �

Charakteryzacje operatorów za pomoc¡ operacji algebraicznych

Relacje Nazwa operatora
T = T ∗ samosprz¦»ony

TT ∗ = T ∗T normalny
P2 = P , P = P∗ rzut ortogonalny

U∗U = 1 izometria
U∗U = UU∗ = 1 unitarny

Uw. Operator unitarny = �normalna izometria�.
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Prz. (klasyczny jednostronny operator przesuni¦cia)
Operator U : `2 → `2 dany wzorem

U(x(1), x(2), x(3), . . . ) := (0, x(1), x(2), . . . )

jest izometri¡ U , ale nie jest operatorem unitarnym,
bo UH = {x ∈ `2 : x(1) = 0} 6= H . Ponadto

U∗(x(1), x(2), x(3), . . . ) = (x(2), x(3), . . . ),

bo

〈Ux , y〉 = 〈(0, x(1), x(2), x(3), . . . ), (y(1), y(2), y(3), . . . )〉

= 0 · y(1) + x(1)y(2) + x(2)y(3) + . . .

= 〈(x(1), x(2), x(3), . . . ), (y(2), y(3), . . . )〉 = 〈x ,U∗y〉.

W szczególno±ci, kerU∗ = {x ∈ `2 : x = (x(1), 0, 0, . . . )} 6= {0} i
U∗U = 1, UU∗ = PUH = 1− Pker U∗ 6= 1.

Uw. UU∗ = PUH = 1− Pker U∗ dla dowolnej izometrii U
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Prz. (operatory mno»enia) Niech H = L2(µ) dla przestrzeni z
miar¡ (Ω,Σ, µ). Dla ka»dego a ∈ L∞(µ) operator mno»enia

(Max)(t) = a(t)x(t), x ∈ L2(µ), t ∈ Ω,

jest ograniczony oraz ‖Ma‖ = ‖a‖∞ (Wykªad 4). Zauwa»my, »e
dla a, b ∈ L∞(µ) mamy

(Ma)∗ = Ma, MaMb = Mab.

W szczególno±ci operatory mno»enia s¡ normalne

M∗aMa = Maa = M|a|2 = Maa = MaM
∗
a .

Wy»ej wymienione wªano±ci dla operatora Ma : L2(µ)→ L2(µ)
zale»¡ tylko od obrazu funkcji a : Ω→ C. Mianowicie

Ma samosprz¦»ony ⇐⇒ a funkcja rzeczywista µ-pw.

Ma rzut ortogonalny ⇐⇒ a funkcja charakterystyczna µ-pw.

Ma unitarny ⇐⇒ a przyjmuje warto±ci w kole jednostkowym µ-pw.
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