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H — ustalona przestrzen Hilberta.

Tw. (Riesz-Fréchet) Odwzorowanie f : H — F jest
ograniczonym funkcjonatem liniowym <= istnieje y € H taki, ze

f(x) = (x,y) dla kazdego x € H,

a ponadto, wtedy ||| = |ly||. Czyli H > y +—— (-, y) € H* jest
i L. anty
izometrycznym izomorfizmem antyliniowym: H = H*,

Dowdd: Jesli f(x) := (x,y), x € H, dla pewnego y € H, to

f € H* oraz ||f|| = |ly|| (patrz dowdd Stwierdzenia z Wyktadu 7).
Zatem H > y —— (-, y) € H* izometria, ktéra jest antyliniowa, bo
iloczyn skalarny jest antyliniowy ze wzgledu na druga wspétrzedna.

Niech teraz f € H* dowolny. Mozemy zatozy¢, ze f # 0, bo jesli
f=0,to f(x)=(x,0) dla x € H. Wtedy M := ker f # H i stad
{0} # M+ C H. Co wiecej twierdzimy, ze dim(M*) = 1.

Rzeczywiscie,
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jesli yi, yo € M\ {0}, to F(31), F(y2) # 0 idla A= ';Eyzg cF

f(v —y2) = M) — () = fy2) — f2) =

Czyli \y1 — y» € ker f = M. Ale z drugiej strony \y; — y» € M~
Zatem y, = \y;, bo M N M+ = {0}. Stad dim(M*) = 1.

Wezmy dowolny yo € M= taki, ze ||y]| = 1. Wtedy dla x € H
mamy Pyix = (x,¥o)yo (bo M+ ={Ay,: A € F}) i stad

f(x) = f(Pux + Pyix) = f(Pux) + f(Pyix) =04 f({x, yo)yo0)

= (x,70)f(v0) = (x, F(%0)¥0)-
Czyli ktadac y := f(yo)yo mamy f(x) = (x,y), x € H. |

Whn. Niech (2, X, 1) przestrzen z miarg. Kazdy ograniczony
funkcjonat Iiniowy f: L2(u) — T jest postaci

= Jox()y(t)du,  x € L*(n),

gdzie y € [?(p). Ponadto wtedy [|[f]| = ||yl = ([, ly(t)]? dp)?.
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Tw. Jesli T : H— K jest ograniczonym operatorem liniowym
miedzy dwoma przestrzeniami Hilberta H i K, to istnieje
doktadnie jedna funkcja T* : K — H taka, ze

(Tx,y) =(x, T"y) daxeH, yeK. (1)

Ponadto, T* € B(K, H), || T*|| = || T|| oraz (T*)* = T.

Def. T* nazywamy operatorem sprzezonym do T € B(H, K) J

Dowdd: Dla ustalonego y € K funkcja f(x) := (Tx,y), x € H,
jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na H. W szczegdlnosci,

O = KTl < ITXIF- Iyl < IIT0- Dy fl - 1],

skad ||f]] < ||T| - |lyll- Zatem na mocy Tw. (Riesz-Fréchet)

istnieje doktadnie jeden wektor w H, oznaczmy go przez T*y,

taki, ze f(x) = (x, T*y), x € H, czyli (Tx,y) = (x, T*y) dla

x € H. Ponadto wtedy || T*y|| = ||f]| < || T - [ly||- To dowodzi
istnienia i jednoznacznosci funkcji T* : K — H spetniajacej (1). 4,10



T* jest operatorem liniowym, bodla y3, yo € K, A€ Forazx € H

<X7 T*()\yl +.y2)> = <TX7 )\}’1 +Y2> = X<TX7Y1> + <TX7}’2>

= Mx, T*y1) + {x, T*y,)
= <X, AT*y1> + <X, T*y2> = <X7 )\T*yl + T*y2>

Stad T*(A\y1 + y2) = AT*y1 + T*y,. Z otrzymanej wczesniej
nieréwnosci || T*y|| < || Tl - ||yl wynika, ze [| T*|| < || T|.

Zeby wykaza¢ nieréwnos¢ przeciwna zauwazmy, ze sytuacja jest

symetryczna i mozemy zamieni¢ T i T* rolami. Doktadniej,

<T*X’y> = <y7 T*X> = <Ty7X> = <X7 Ty>>
skad (T*)* = T. W szczegdlnosci || T|| = [[(T*)*|| < || T*].

Prz. Jesli H=TF"i K =TF", to dla A= [a;;]"] ;_, € B(H,K)
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Stw. (Wtasnosci sprzezenia) 7,5 € B(H,K), R € B(K, L)
@ inwolucja: (T*)*=T

@ antyliniowoé¢: (aT + BS)* =aT* + 3S*, gdzie o, B € F
@ antymultiplikatywnosé: (RT)* = T*R*

@ C*-rownosé:||T||?> = || T*T].

Dowdd: Wtasnosé (a) wykazaliSmy w poprzednim Twierdzeniu.
(b) ((aT +BS)x,y) = a(Tx,y) + B(Sx,y) = afx, T*y) + B(x, S*y)
= (x,aT*) + (x,85"y) = (x,(@T* + BS*)y).

(c) (RTx,y) = (Tx,R*y) = (x, T*R*y).
(d) Zauwazmy, ze || T*T|| < || T*|| - || T|l (bo norma operatorowa jest
submultiplikatywna) i skoro * jest izometria, to || T*T|| < || T|J?. Z
drugiej strony dla h € H mamy

5 . Schwartz . . 5
IThl[* = (Th, Th) = (h, T*Th) < [|Al[[ T*Th[| < [[T*T|||Al
Stad || T|I> < | T*Tl.
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Lem. (x,y) = (x,z) dla kazdego x € H = y = z. &

Stw. Dla operatora liniowego U : H — K NWSR:

@ U jest izometrig,

@ U zachowuje iloczyn skalarny,

Q@ UU=1

Dowdd: (1)=-(2). Jesli U jest izometria, to na mocy wzoréw
polaryzacyjnych dla dowolnych x,y € H oraz np. dla F = C

(Ux, Uy) = 3 2o M Ux + KUy I = § 300 UG+ i*y) I
= S0 llx + iy IP = (xy).
(2)==(3). Dla dowolnego y € H mamy

v (Ux, Uy) = {x,y) = ¥ (x U"Uy) = (x,y) =2 Uty =y
xX€ S
(3)=(1). Dla dowolnego x € H mamy

[Ux|? = (Ux, Ux) = (x, U"Ux) = (x,x) = [|Ix]]*. n
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Wn. U jest operatorem unitarnym (odwracalng izometrig)
wtedy i tylko wtedy, gdy U*U =

uU* =

Dowdd: Jesli U*U = UU* =1, to U odwracalna izometria, gdzie
U* = U1, a wiec U unitarny. Jesli U unitarny, to U*U =1, bo U

jest izometrig, i stad U™ = 1U! = U*UU! = U*, czyli

UU=UUr=1

Charakteryzacje operatoréw za pomoca operacji algebraicznych

Relacje Nazwa operatora

T=T* samosprzezony
TT*=T*T normalny

P? = P, P = P* | rzut ortogonalny
Uu=1 izometria
Uru=uUur= unitarny

Uw. Operator unitarny = ,normalna izometria”.
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Prz. (klasyczny jednostronny operator przesuniecia)
Operator U : > — (% dany wzorem  [757]  [757

U(x(1),x(2),x(3),...) :=(0,x(1),x(2),...)

jest izometrig U, ale nie jest operatorem unitarnym,

bo UH = {x € /*: x(1) = 0} # H. Ponadto

MM

A
A
U*(x(1), x(2), x(3),...) = (x(2),x(3),...), %
A

= ((x(1),x(2),x(3), ... ), (¥(2), ¥(3), .- . )) = {x, U"y).
W szczegélnosci, ker U* = {x € (?: x = (x(1),0,0,...)} # {0} i
UU=1, UU*=Pys=1-Peu #1.

Uw. UU* = Pyy = 1 — Pier u+ dla dowolnej izometrii U |
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Prz. (operatory mnozenia) Niech H = L?(p) dla przestrzeni z
miarg (2, X, u). Dla kazdego a € L*°(1) operator mnozenia

(Max)(t) = a(t)x(t),  x€L*(p), teQ,

jest ograniczony oraz |M,|| = ||a]|. (Wyktad 4). Zauwazmy, ze
dla a, b € L*°(x) mamy

(Ma)* = M§7 MaMb = Mab‘

W szczegblnosci operatory mnozenia sg normalne
MiM, = Mz, = M2 = Mz = M,M;.

Wyzej wymienione wianosci dla operatora M, : [2(u) — L%(1)
zaleza tylko od obrazu funkcji a: Q — C. Mianowicie -

M, samosprzezony <> a funkcja rzeczywista p-pw. %
s
M, rzut ortogonalny <= a funkcja charakterystyczna p-pw.
M, unitarny <= a przyjmuje wartosci w kole jednostkowym ji-pw.
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